Développements limités

| / Un exemple : la fonction exponentielle

Il / Développement limité au voisinage de O.

A) Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert @rdnt 0.
On dit quef admet un développement limitéoddren au voisinage de Oikexiste des

réelsay, ai, as, ........ , a, tels que :

f()=ap+ait+ast?+..cccocvvnnn... +a,t"+t"e(t) avec lime(t) = 0
t—0

B) Exemple
Considérons la fonction définie sur]; 1[ parf(t) = 1—it
Apres guelques tentatives, on peut trouver leastsuivantes :
_l+t-t o, U

f(t)= = =1- T =Ltealt)

F(t) = 1 t4t =1t o =1t set

() = 1-t+t- g =1-te 7 = 1=t L)

—1_ 2 _sz _ 2_£= _ 2. t2
f(t) =1 t+t(l S E 1t s et e ()

On vient dobtenir trois développements limités de la fonctfoau voisinage
de 0. On peut remarquer que le développementict 1 peut’sbtenir a partir de
celui de celui d’ordre 2 en supprimant le terme du second degré.

En continuant, on pourrait prouver que :

F)=1—t+t2— 344D + (-1t g, (1)

C) Propriéte
Soitf admettant un développement limit@iren au voisinage de 0

(F(t)=ao+alt+at+................. +ant™+t"e(t) avec lime(¢) = 0)

t—0
Alors: ay=f(0) , a;= f’(0) L
La tangente7 a la courbe représentatiede f au point dabscisse 0 a pour
équation y = ap+ agt

1
Exemple: f(t) = 77 f(t)=1-t+ 1234 S F(-1)Mn 4 thep(t)

On peut vérifier qué(0) =1 et qud '(0)= -1 et enfin qué/ a pour équatiog =1-t



D) Un symbole a connaitre

51 =5x4x3%x2x1 =120 En générain! = n(n—-1)(n—-2).....x3x2x1

Remarque :r{+1)!=(n+1)n! Par exemple : 6t 6x5! = 6x120=720

E) Formulaire
On doit connaitre les développements limités destfons suivantes : on peut consulter
le formulaire pour les retrouver.

F) Comment trouver un développement limité

Régle : On peut additionner, soustraire, multipiecomposer des développements
limités a condition de bien tenir compte du degr&klaque développement limité.

1
1+t
Comme g(t)£(t) x (3t—1), il suffit de multiplier la partie réguliére dléveloppement limité
def par 3—1.
1

— at -
2)g(t) = et+ Tt
3)g(t) = et On pose le changement de varialbke3t. ua pour limite O lorsque

tend vers 0, on peut donc reportérdans le développement limité deau voisinage de 0

Exemples1) g(t)= 31t—4:t1 On reconnait la fonctioihdéfinie parf(t) =

Il / Interprétation géométrigue€wh développement limité

A) Exemples
1) Reprenons la fonctidnque lon a choisie comme exemple.
f(t)= 1—it F@)=1—t+t2—t34+t4— 494 oo, F(-1)" 4 grg, (2)

On cherche la position d# par rapport &.
On étudie donc le signe dé)—(1-t).

f(t)—(1—t) =¢2+1¢t2e(¢) = t2 (1+¢e(¢)). Le signe del+e(t) est proche de 1

lorsquet est proche de 0 puisquém £(¢) = 0. On en déduit la position locale.
t—0

2) f(t) =In(1+t)+et
B) Théoréme

Sif admet un développement limitéoddren (n > 2 ) , alors la position relative de la
courbe et de sa tangente au poiabdcisse 0 estcalementdéterminée par le signe du
premier terme non natk (k> 2)

Sik est impair, la tangente traverse la courbk est pair la tangente reste localement a
dessus ou au dessous de la courbe.



