COURBES DE BEZIER

Introduction : Vers 1962, M. Pierre Bézier, ingénieur chez Renault, met au point
une méthode pour obtenir des courbes ou des surfaces. Cette méthode doit etre
utilisable dans un ordinateur, elle doit €tre simple et algorithmique.

On parle de C.A.O (Conception assistée par ordinateur)

I Premiére partie : la partie géométrique

L’idée directrice est de tracer une courbe en dépidedarycentre’dn systeme de points,
appelés points de controle.

Une fois cette courbe obtenue, on modifiééarian la position des points de contréle{d
leur nom), ce qui permet de déformer la courbeyizgsdobtention du profil recherché.

Etape n°L A, etA; étant deux points fixés, on considére le baryedvitdes pointg\, etA;
affectés des coefficients-1 ett, out est un réel variable dértervalle [0;1]

Remargue Le lieu géométrique des poirtislorsquet varie dans’intervalle [0;1], est le
segmentAyA] tout entier. Ay etA; Sappellent les deux points de contrdle. La courbe
obtenue est ici tout simplement un segment.

Etape n°2 On donne maintenant trois points de cont/gled; etA,.

1. On considere dans un premier temps les points :
Gy, barycentre de Ay, 1-t) et (Ay,t)
G,, barycentre de Ay, 1-t) et (A ,t)

2. On consideére ensuite le point :
M, barycentre de G;, 1-t) et (G, ,t)

Le lieu géométrique des poinslorsquet varie dans’intervalle [0;1] est appelé
courbe de Bézier de degreé 2

On devine gue le lieu géométrique des paihtsst une parabole. Il semblerait
d’autre part que les droite8yfA;) et A1A>) soient tangentes a la courbe de Bézier.




IT équaﬂon des courbes obtenues avec trois points de controle

Etape n°3 On reprend éxemple vu aétape 2.
ExprlmerOI\/I en fonction deOGl etOGz
» Exprimer chacun des vecteu@Gl etC)_sz en fonction deDA,, OAl et OAZ
En déduire une expression du vect@l_M) en fonction des trois vecteu@o, (7&1

—>
et OA,
% Donner alors les coordonnées du polten fonction de celles des trois points de

contrbleAy, A; etA,. On notera ceIIes-cﬁvj (v!j (vj

En déduire les équations paramétriques de la calelizezier.
Etudier cette courbe de Bézier dans les trois wiaasts.
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Etape n°4 Démontrer dansdxemple a. ci-dessus, que la courbe de Béziemnestode
parabole. Vérifier que cette courbe est tangemtedanites fyA,) et (AAz), mais aussi a

la droite (G; G, ).
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IIT équa‘rion des courbes obtenues avec quatre points de controle

t:0.66




Etape n°5: Le principe est de trouver un procédé facilenygméralisable et tel que les
éguations paramétriques soient elles aussi gésainidis.

G1, G,, Gs sont trois points décrivant une courbe de Bézedehré 1.

My, M,  sont deux points décrivant une courbe de Bézralegreé 2.

N est un point décrivant une teuwle Bézier de degré 3.

Tous ces points sont des barycentres définis @gsemémes coefficients.

Une animation compléte fait apparaitre six courb®dzier.

Intéressons nous a la nouvelle courbe de Bézidedee 3.

. —> . —> —>
s Exprimer ON; en fonction déOM; et OM,

% Reprendre’lexpression dﬁ/l)l en fonction des vecteuBA,, OA:l et OAZ
(obtenue a’étape n°3)

~ . >
% Donner de méme une expressiornQid,.

% En déduire une expression du vectﬁl en fonction des quatre vectetm_s;\)o,
OA\,]_ OA, et OA;

>

~ Xo X1 (X X3
contréleAy, A, A, etAs . On notera celles-c{yoj (y,j (yj et(yj

» En déduire les équations paramétriques de la caletB®zier de degré 3.

,

L)

% Etudier la courbe de Bézier dans le cas suivant :

wl'5) anlo) () s [3)

% Donner alors les coordonnées du pohtt®n fonction de celles des quatre points de



IV équa’rion des courbes obtenues avec 7 points de controle

Observons les formules obtenues pour les courbBgder de degré 0, 1, 2 et 3.
OM=1.0R, (degré 0)

OM = (1-t) OA, +t OA; (degré 1)

OM = (1-t)? OAg + 2t(1—t) OA; +t2 OA, (degré 2)

OM = (1—t)® OAg + 3t(1—1)2 OA; + 3t2(1—t) OA, + 3 OA; (degré 3)

Les coefficients dans chacun des cas sont des@robside la variablede méme
degré. Ces polyndbmes comportent les facteatd-t avec le degré dequi augmente
d'une unité et le degré de-1 qui diminue d'une unité.

Ces polyndémes s'appellent des polynédmes de Bemnstei

Leur notation esBy , (t) oun est le degré du polyndmek €n')

Par exemple B, 3 (t) = 3t3(1-t) By, (t) =t2

La somme des polyndme de Bernstein de méme deigggas a la constante 1 dans
chacun des quatre cas. (vérifier pour les quatmiars cas)

On démontre que la formule générale est :
OM = (1-t)" OAQ+ ....t(1-t) OA1 + ....t141-1) OA2+ ... +...+....+tN OAp

Cette formule est facile a retenir. Il reste a oatrer les facteurs en pointillés.

Utilisons la notation des polyndmes de Bernsteiarpécrire une formule
soighée.

Les deux formules a retenir pour une courbe de &éde degré.

k=n
OM = D By q(t) OA By n(t) = CKtK(1—t)" X
k=0

Comment trouver I'expression des polynémes de Bam3

Méthode n°1 Le triangle de Pascal
_ n!
~ kI(n—k)!
RemarquesC'estC{ qui permet de calculer le nombre de résultat atoLo
National =42etk=6)
Examen : La formule donna@®M est généralement donnée dans le t&fese
trouvait daes bnciens formulaires (paragraphe probabilités).......

Méthode n°2 La formule| CK ou n'=n(n-1)(n-2)....... 3x2x1.




Exemple On étudie la courbe de Bézier de degré 5, agesik points de contrble :

ol o) a o) el %) L) Al et

On calcule d'abord les rédl¥ aveck variant de 0 a 5.

On écrit alors la formule générale du vectond.

On en déduit immédiatement les équations parameéside la courbe de Béziers.

Les polyn6bmes étant ici de degré 5, I'étude deétevéle est problématique.

Utiliser Sinequanon pour obtenir la courbe.

C'est pour cela que I'on se contente en fait gtwle courbe de Bézier de degré 3.
Lorqu'une courbe de degré 3 est obtenue a l'omlingit suffit ensuite de récupérer les
éguations paramétriques de degré 3 a l'aide dedauwees des points de contrdle. Les

dérivées étant de degré 2, les calculs sont sswgtl&acilement programmables.

Courbe de Bézier de degré 5




