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Modélisation géométrique

1 Présentation du chapitre

Les outils étudiés ici sont des outils de modélisation des courbes planes. Il s’agit, a ’aide des mathématiques,
de concevoir des logiciels de CAO et DAO.

Le modele de Pierre Bézier (1910-1999), ingénieur chez Renault, a été mis au point pour I’étude et la
réalisation des carrosseries automobiles.

Les courbe splines sont utilisées deés 1964 par Fergusson, ingénieur chez Boenig, De Boor proposa un
nouveau modele de splines, les B-splines en 1972. Elles sont utilisées par Riesenfeld en CAO.

2 Courbes de Bézier

2.1 Présentation du modele par points de controle

2.1.1 Polynémes de Bernstein

Définition 1 n et ¢ sont deux entiers naturels tels que 0 < i < n. Les polynomes de Bernstein sont
définis par o _
Bin(t)=Cit*(1—t)"* te]0,1].

On obtient ainsi n+1 polynémes de degré n appelés polynomes de Bernstein. Ils ont été utilisés par le
mathématicien russe Bernstein au début du 20™¢ siecle pour approcher des fonctions.
2.1.2 Quelques exemples

1. Cas n=1, on obtient 2 polynomes de degré 1 :

Boi(t) = CH'Q—-t)l=1-¢ Bii(t) = Cit*(1—-t)" =t

2. n=2, on obtient 3 polynomes de degré 2 :

Boa(t) =C9°(1 — )2 = (1 —t)?;  Bya(t) = Cat* (1 — )" = 2t(1 — 1)
Baso(t) = C3t2(1 — t)° = 2.

3. n=3, on obtient 4 polynomes de degré 3 :

Bos(t) = C{t°(1 —1)* = (1 — t)* ; By s(t) = C3t* (1 —t)? = 3t(1 —t)?
Bos(t) = C5t2(1 — )t = 3t3(1 — ) ; Bss(t) = C5t3(1 —t)° =¢*
Propriété: Pour tout t dans [0, 1], Z B;n(t) = 1.
1=0

2.1.3 Définition d’une courbe de Bézier par points de controdle

Le plan est rapporté & un repere (O; 7, 7)
Définition 2  On appelle courbe de Bézier associée aux n+1 points de contrdle Py, Py, ---, P,

Pensemble des points M (t) du plan définis par

OM =" B;n()OF;, tel0,1]
1=0



Les points P; sont appelés points de contréle (ou points de Bézier) car ils permettent de controler la
forme de la courbe.

Les polynémes B; ,(t) peuvent étre considérés comme des poids ou coefficients affectés & chaque point
P;.

L’influence de chaque point de controle est fonction de la valeur de B; ,, () qui lui est affecté.

La courbe ne dépend pas du point O, en effet prenons O’ un autre point du plan,

OM =Y B,u(t)OP, =Y Bin(t)(0'0+0P) =00 Biu(t)+ Y Bin(t)OP,
i=0 =0 i=0 i=0
—_— — = — —_—  —
Donc: O'M =0'0+> B;,(t)OP,=0'0+OM.
i=0
Remarque : Si (z;,y;) sont les coordonnées de chaque point P;, la courbe de Bézier peut étre définie par
les coordonnées :

=0
1=0
ou matriciellement
By .n(t)
(x@))(xo oo x> Bin(®
y(t) Yo Y1 o Un
By (t)

2.2 Exemple
a) Soit la courbe de Bézier définie par les points de controle Py(—2,0), P1(0,4), P»(2,0). Cette courbe est

—_— =2 —
Iensemble de points M (t) définis par OM =Y Bi»(t)OP;, t € [0, 1]
1=0

—_— —_— —_— —_—
OM = BQQ(f)OPO + B172(t)OP1 + B272(t)OP2.
—_— 9= — 0=
OM = (1 —)20P) + 2t(1 — t)OP; + t20Ps.
Les coordonnées de M (t) sont donc :

x(t) = —2(1—-t)2+2t2 = 4t-2
y(t) = 8t(1 —t) = 8t—8t2

Question : Etudier la courbe paramétrée I' définie ci-dessus, tracer I' ainsi que le triangle Py Py Ps.
Remarque : Le point P, attire la courbe, un déplacement de P;, provoquerait une déformation de I'.
b) Propriétés : On peut vérifier sur cet exemple (n=2) les propriétés suivantes que I’on peut démontrer
dans le cas général :

1. La courbe passe par Py et P,.
2. La droite (PyP1) est tangente a la courbe en Py.

3. La droite (P,—1P,) est tangente & la courbe en P,.

2.2.1 Présentation par vecteurs et contraintes

1. Exemple de degré 3 :
— —_— — —_— — —_— — —_—
On considere 4 points Py, Pi, P», Ps et les vecteurs Vy = OFy, Vi = PyPy, Vo = PiPs, V3 = P, Ps.
On définit une courbe a 'aide de ces 4 vecteurs, c’et-a-dire un ensemble de points M(t) tels que
— — — — — . .
OM = fo(t)Vo + fr()V1 + f2(t)Va + f5(t) V3, avec les contraintes suivantes :



e fo, f1, fo, f3 sont des fonctions polynomes de degré 3 et la variable ¢ varie dans [0;1] ;
- = = —
e Quels que soient les vecteurs Vg, Vi, Vo, Vs -

(a) OM(O; = \7(; (pour ¢t =0, le point M est en Py) ;
(b) OM(li:‘Z))—F‘Z}‘F‘Z""Z(pOUI‘t:LMeSteH Py);

YU (NI (Y . N ; N
OM'(0) = f1(0)V1 (V1 est un vecteur directeur de la tangente & la courbe en Py c’est-a-dire la
tangente a la courbe en Py est la droite (PyPy) ;

C

—~
~

—_— - —
(d) OM'(1) = f4(1)V5 (V3 est un vecteur directeur de la tangente a la courbe en Pj c’est-a-dire la
tangente a la courbe en Ps est la droite (PoPs) ;

_ — — —
(e) OM"(0) = f'(0)V1 + f5(0)V> (la concavité de la courbe en Py est gérée par les vecteurs V) et
—
Va s
_ — — —
(f) OM"(1) = f'(1)Va+ f5(1)V3 (la concavité de la courbe en Pj est gérée par les vecteurs Va et
—
Vs
fo, f1, f2, f3 sont des polyndmes de degré 3 donc
fo (t) = ag + bot + Cot2 + dots N fé (t) = bo + 2COt + 3d0t2 : (t) = 200 + 6d0t
ft) =ar +bit+eit? +dit® ;5 fi(t) = by + 2eit + 3dyt? (t) = 2cy + 6d;t
f2 (t) = a + th + 02t2 + d2t3 N fé (t) = b2 + 202t + 3d2t2 5 (t) = 202 + 6d2t
f3(t) = az + bst +c3t> +dst® 5 fi(t) = b3 + 2cst + 3dst? ; 2 (t) = 2c3 + 6dst

On traduit_z}dors les contraintes
OM(();—VO fo(0) =1, f1(0) = 0, f2(0) = 0, f3(0) =0

OM(li—Vo+V1+V2+V3 So)=1, /(1) =1, f2(1) =1, fs(1) =1
OM'(0) = f1(0 )_1> f0(0) =0, f5(0) = 0, f3(0) = 0

OM/(l):fs( Vs fo(1) =0, f1(1) = 0, f5(1) = 0

OM"(0) = f1(0 )V1+f (0 )V2_> 0(0)=0,f3(0)=0
OM”(l):f”()‘/z+f() 0(H)=0,/(1)=0

Ce qui donne en écrivant toutes les contraintes sous forme de systemes et en résolvant ces sytemes :
apg = 1,(11 :0,a2:0,a3:0

bp=0,b1 =3,b2 =0,b5 =0

Co :O,Cl :—3,02 :3,03:0

dy=0,d1 =1,do =—-2,d3 =1

D’ou 'on déduit :

folt) =1, fi(t) =3t - 3t2 413, fo(t) = 3t% — 263, f3(t) = t* et donc

OM = Vo + (3t — 382 + 31 + (3t — 263)V + 1373,

. Lien avec la présentation par points de controle :
Cette courbe obtenue est la courbe de Bézier obtenue avec les 4 points de controle Py ; Py ; Ps; Ps,
en effet :

AN Ao 2 3\D D 2 3\D. D 35 o

OM(t) =0PFy + (3t —3t°+t )P()Pl + (3t — 2t )P1P2 +t° Py P3

— — 9 3\ s A 9 N AS A 3,55 A5
OM(t) = OPy+ (3t = 3t +t°)(OP, — OFy) + (3t* — 2t°)(OPy — OP;) + t°(OP; — OPs)
—

OM(t

(t) = (1 — 3t + 3> — £9YOPy + (3t — 312 + ¢ — 3¢ + 26%)0P, + (3t2 — 263 — t*)OP, + 30 %

YV 2_ 3\ p 2 0P 2 NOP. L 30P.

OM(t) = (1 —3t+ 3t —t°)OPy + (3t — 6t° + 3t°)0P; + (3t* — 3t°)OP> + t°OP;

On reconnait les polynomes de Bernstein de degré 3 et la définition de la courbe de Bézier avec 4
points de controle Py ; Py ; Py ; Ps.



2.2.2 Interprétation barycentrique

1. Exemple
Prenons une courbe de dégré 2 définie par les points de controle Py ; Py ; Ps, cette courbe est
I’ensemble des points M (t) définis par :

1=2
OM({#) =Y Biz(t).OF, te(0,1]
1=0

OM(t) = (1 — t)2.0B + 2t(1 — )OP; + t20OP;.

On considere les points Py ; Py ; Py affectés des coefficients (1 —¢)? ; 2t(1 —t) ; t*. La somme
des coefficient est 1, M (t) est donc le barycentre des points Py ; Py ; P» affectés des coeflicients
(1—1)%; 2t(1 —t) ; 2.

Si My = bar((Py, 1 —t), (P1,t)) et si My = bar((P1,1 —t), (P2, t)), alors

M =bar((M;,1—1t), (Ma,t)).

En en déduit alors un algorithme de construction de M pour cet exemple et la construction du

1
point M(§)

2. Généralisation

1=n

Pour n + 1 points de controle OM (¢} = Z Bin (t)é—f’; ; on peut alors considérer que le point M
i=0
est le barycentre des points Py, P, -+, P, affectés des coefficients B; ,,(t). En généralisant le pro-

cessus précédent, on peut considérer le point M comme barycentre de barycentres de barycentres ...

2.2.3 Propriétés générales

1. La somme des polynomes de Bézier est égale a 1.

2. Le premier point de controle Py et le dernier P, appartiennent a la courbe.
La droite (PoPy) est tangente & la courbe en Py (si Py # P1).

La droite (P,—1P,) est tangente & la courbe en P, (si P,—1 # P,).

oro W

Si on choisit n points de controle, le degré de la courbe est n — 1 et si 'on augmente le nombre de
points de controle le degré de la courbe augmente.

6. Tout déplacement d’un point de contréle produit une déformation globale de la courbe.

3 Courbes B-spline

Dans le modele de Bézier, la forme de la courbe est modifiée globalement si I’on déplace un point de
controle. Cette modification globale conduit & la recherche de modeles dans lesquels les modifications
peuvent étre locales. Les modeles B-splines possedent cette propriété.

3.1 Modeéle de Riesenfeld

3.1.1 Exemple

Présentation : Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O; 7, 7), soient les points de controle
Py(1,1), P1(2,3), P2(3,2), P5(4,3) . La courbe B-spline (modele de Riesenfeld) définie par ces 4 points
de controle et des polynomes de degré deux constituée de deux arcs de courbe qui se raccordent :



Le premier arc de courbe est défini a partir de Py, Py, Py : c’est ’ensemble des points My(t) tels que
—_— — — —
OMo(t) = RQQ(i)OPQ + RLQ(t)OPl + RQyQ(t)OPQ.
Le deuxiéme arc est défini & partir de Py, Pa, P53 : c’est 'ensemble des points M (t) tels que OM;q(t) =

— — —
Ron(f)OPl + RLQ(t)OPQ + R272(t)OP3.
Polynémes de Riesenfeld de degré 2 : Les trois fonctions Rg 2, Rj 2, R22 sont les trois polyndmes
de Riesenfeld de degré 2. Le second indice indique que ce sont des polynomes de degré 2.
Nous allons les détérminer en imposant les contraintes suivantes.
— —_—

a) Contrainte pour avoir un raccord continu : OMy(1) = OM;(0) soit

Ro2(1)OF) + Ry 5(1)OP, + R22(1)0Ps = Ry 2(0)OP; + Ry 5(0)OP; + R22(0)OP;.

On obtient R072(1) =0 N Rlyz(l) = Ron(O) y R272(1) = RLQ(O) y R272(1) =0

b) Contrainte pour la conservation de la tangente & ce raccord : OMy(1) = OM;(0) soit

Rl ,(1)0Py + R 5(1)OP; + R} ,(1)OP; = R} ,(0)OP] + R} ,(0)OP; + Rj ,(0)OPs.
On identifie et on obtient :

R6,2(1) =0; R/1,2(1) = R6,2(0) ; /2,2(1) = /1,2(0) ; /2,2(0) =0

i=2
¢) Contrainte pour tout ¢ : Z R;2(t) = 1 afin d’avoir une définition indépendante du point O, soit :
i=0
Ron(t) + R172(t) + R272(t) =1 )

1 1 1
on obtient alors : Ry o(t) = §t2 —tt g Ria(t) = i+ 3+ Raa(t) = §t2.

Courbe de Riesenfeld : Le premier arc de la courbe est déterminé a partir des points Py, P, P»

1, 1 ) 1. .2
xo(t) = 17 —t+5)+2(—t* —t+35)+ 35
2 2 2 2
Mo(t) = ) ) ) 2
t) = 1zt*—t+ = 4 t4 )+ 2+
Yo(t) (2 +2)+3( + +2)+ 5
3
3 2
w(t) = -5t +2+2
Le deuxieme arc de la courbe est déterminé a partir des points Py, P, Ps3, on obtient
1 1 1 2
r1(t) = 2(zt2 —t+ )+ 3(—t2—t+ ) +4—
2 2 2 2
M (t) = .
t) = 3(1t2—t+1)+2(—t2+t+ l)+3t—
ol = 2y 2 2/ T
5
5
nt) = *—t+ B

e Apres avoir étudié les 4 fonctions, Placer les quatre points, puis tracer la courbe
Propriétés géométriques : On remarque et on peut le vérifier par le calcul que :

1. My(0) est le milieu de [Py P;]
2. Mp(1) = M1(0) est le milieu de [Py Ps]
3. M1(1) est le milieu de [PoPs]



4. (PyP1) est tangente & la courbe en My(0)

5. (P1P2) est tangente a la courbe en My(1) = M1(0)

6. (P2Ps) est tangente & la courbe en M (1)
Ces propriétés permettent un tracé rapide de la courbe B-spline, mais attention elles ne sont valables que
dans le cas des polynomes de Riesenfeld de degré 2.
3.1.2 Généralisation

Définition : L’approximation de la forme, définie & partir de n 4+ 1 points de controle P;, 0 < ¢ < n est
obtenue par une succession de (n —m + 1) arcs de courbes successifs définis par :

i=k
OMy(t) = R m(t)OPuy; O<k<n-—m+1)
1=0

ol les polynémes R; ,,(t) sont les polyndmes de Riesenfeld de degré m, m < n et t € [0;1].
Les polynomes de Riesenfeld sont définis pat :

j=m—i

(t —i—q)m
Rim(t) = (m+1) (—1)J( ?_ n Z ])| ;o te0;1]
= jlm—j+1)!
3.2 Courbes B-splines modele de cox et De Boor
3.2.1 Fonctions B-splines
Définition 3 Un vecteur nceud est une suite croissante (au sens large) finie d’entiers (g, t1, ta, - -, tx),

ces entiers sont appelés noeuds. On a des vecteurs noeuds ou les nceuds sont simples comme (0,1,2,3) et
des vecteurs nceuds avec des nceuds multiples, par exemple (0,0,1,2,5,5,5) : 0 est un nceuds double et 5
est un nceuds triple.

Définition 4 Les fonctions B-splines de degré m définies récurssivement par :

1 site [ti;tiJrl[

Nip = (initialisation)
0 sinon
t—1; titma1 —t
Ni,m %Ni,mfi(t) + LNiJrlym,l(t)
i — ti titm+1 — tit1

Le schéma d’obtention des fonctions Nj ,, est le suivant :

degré 0 Degré 1 Degré 2 Degré 3
Noo Noa No2 Nojs
Nio Nia Ny Nis
Nojg No N o
N3 N3
Ny

Remarque : Dans le cas de noeuds multiples le numérateur et le dénominateur peuvent étre nuls simul-
tanément, on admet alors que le terme N; ,, est nul.

Propriétés admises dans le cas général :
o Les fonctions B-splines V; ,,, sont des fonctions polynomiales positives de degré m par intervalles. Une
fonction B-spline de degré m N; ,,, est nulle en dehors de U'intervalle [t;; ti4m+1]-



e La somme des B-splines de degré m est égale a 1.

Exemple : Soit le vecteur nceud (0, 1,2, 3,4,5)

a) Calculer Ny 3 et Ny 3.

Ce calcul nécessite celui de NO,O; leo, N270, Ngyo, N470, NO,I; Nl,l; N271, Ngyl, N072, NLQ, N272

o Calculons les fonctions N g.

Noyo(t) =1si0<t<1 sinon Noyo(t) =0

leo(t) =1si1<t<2 sinon leo(t) 0

N270(t) =1s12<t<3 sinon N270(t) =0
)=0

o Calculons les fonctions N ;.
Les fonctions N; 1 sont des fonctions affines par intervalles, elles sont continues mais non dérivables.

t—1 to — 1t
Noa(t) = 0 Noo(t) + 2 Ny o(t) = tNo,o(t) + (2 — t)N1o(t)
t1 — to to — 1t
t—1t t3 —t
Nia(t) = Nyo(t) + Nao(t) = (t = 1)N1,o(t) + (3 —t)Nao(t)
to — 1t t3 —to
t—to ty —t
Noq(t) = Noo(t) + N3 o(t) = (t = 2)Na,o(t) + (4 — t)N30(t)
t3 — 1o ty — 13

o Calculons les fonctions N; 2. Les fonctions N; 2 sont des fonctions polyndémes du second degré par
intervalles, elles sont continues et dérivables.

t—t t3 —t t 3—1
Noa(t) = —p-Noa(t) + =~ Nia(t) = 5Noa(t) + 5= Nia(t)
t—t ty —t t—1 4—1
Nia(t) = - Nia(t) + o= Naalt) = 5= Nia)) + 5= Vo (t)



0] | [1:2] 2;3] [3:4] [4;5]
Noo(t) [ 1 0 0 0 0
Nio(t) [0 1 0 0 0
Noo(t) | 0 0 1 0 0
N31(t) | 0 0 0 1 0
Nao(t) | 0 0 0 0 1
Noa(t) [t 2-t 0 0 0
Nia(t) [0 t-1 3-t 0 0
Noa(t) [0 0 t-2 4-t 0
N3a(t) | 0 0 0 t-3 5-t
2 2 3 2
Noa(t) | gt* | =12 +3t—3 ~(t—3) 0 0
1 11 1

Ny o(t —(t—2)2 —t? 45t — — —(t—4)?

12(t) | 0 2( ) +5 5 2( ) 0

2 2 23 2
Naa(t) | O 0 ~(t-2) TS ~(t-5)
1 1 2 22

Nos(t) | =t3 | —=t3+26> =2t + = | =t3 — 4> +10t — = ——(t—4)?® 0

: 6 2 3 3

1 1 7 15 31 11 39 131 1

Ny s(t —(1—1)3 Bt = | - P - — | ——(t—5)3

1a() | 0 gt —Y 2" T3 2" % SRR 6 gt =9

3.3 Courbes B-splines (modeéle de Cox et De Boor)

Définition 5 Dans un repere orthonormal, la courbe B-spline de degré m, associée aux n + 1 points de

controle Py, Py, - -

-, P, et au vecteur nceud (to, t1,to, - -

Remarquons que k = m+n+ 1.
La forme de la courbe B-spline dépend des points de controle P; et du vecteur nceud choisi.
Le fait que les fonctions B-splines soient nulles, sauf sur un intervalle, va permettre d’agir localement sur
la forme de la courbe B-spline.
Exemples : de courbes B-splines obtenues avec le vecteur nceud (0,1,2,3,4,5).

~.

=n

-
Il
=)

-, 1) est ensemble des points M () défini par :

1. Courbe B-spline de degré 1 définie par les points de contrdle Py(1,0), P1(2,1), P»(1,2), P5(0, 3).

te |01 ] [1;2] | [2;3[ | [3:4 | [4550
x(t) | ¢ t | 4t | 4t | O
yO) | 0 | &1 | 1 | 5t | 5t




2. Courbe B-spline de degré 2 définie par les points Py(1,0), P1(1,1), P»(0,1).

site | [01] [1;2] 2;3] [3:4] [4;5]
1 1 1 1
t 2 2ot —1 | —=tP 42t —1 | —=t2— 4t
x(t) 5 > + 7 + 7 +8 0
1 ) 1, 7 1, 71, 13
y(t) 0 2(t—1) —5t +3t—2 -5t +3t—2 5t —3t+ 5

3. Courbe B-spline de degré 3 définie par les points Py(1,0), P1(0,1).

x(t) y(t)
. 1
sit €[0;1] —t 0
2
1 2 1
itell:2] | =3 +2% — 2+ = ~(t—-1)°3
sitelli2] | 5+ +3 Z(t=1)

1 2
si t €[2;3] §t3 — A 10t — = | ot ot S

1 2| 1 1
sit €[3;4] —6t3+2t2—8t+% et e

1
site [4;5] 0 —E(t—5)3




